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Le present travail est une continuation du travail [8]. 
Dans le premier paragraphe on donne une nouvelle caracterisation des 
anneaux semi-noethkriens (Theoreme 1.1) qui met en evidence le role des 
ideaux premiers dans l’etude de ces anneaux. Ici on montre que des resultats 
Clementaires sur les anneaux noetheriens sont valables pour les anneaux 
semi-noetheriens. 
Dans [3] Goldman a introduit la notion de module primaire (co-primaire 
dans notre terminologie, suivant Bourbaki) et on voit facilement que dans 
un anneau noetherien commutatif cette notion coincide avec celle introduite 
par Bourbaki (Cl], Chap. IV). D ans le deuxieme paragraphe on caracterise les 
modules co-primaires par un anneau commutatif (Theo&me 2.4). En utilisant 
les resultats de [7] on peut donner une caracterisation completement analogue 
pour le cas noncommutatif. Les ThCoremes 2.5 et 2.7 caracterisent les modules 
co-primaires pour les anneaux semi-noetheriens et donnent la theorie de 
decomposition primaire pour ces anneaux. 
Le but du troisieme paragraphe est d’etablir le lien entre les ideaux 
primaires dans notre sens (suivant Goldman) et les ideaux primaires classiques 
[9]. On fait cela dans le Theo&me 3.1; d’ici on dCduit un resultat de Gabriel 
[2, Chap. V, $51. Proposition 10, qui affirme que si A est un anneau noetherien 
commutatif alors les sous-categories localisantes de mod A sont stables aux 
enveloppes injectives. A la fin de ce paragraphe nous donnons un exemple 
qui montre que cette propritte n’est pas caracteristique pour les anneaux 
noetheriens. De m&me ici on montre que dans un anneau semi-noetherien 
tout ideal premier minimal est stable (Theo&me 3.5); comme consequence 
on obtient le fait que dans un anneau semi-artinien tout ideal premier est 
stable (Corollaire 3.6) et le ThCoreme 3.7 qui montre que dans un anneau 
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semi-artinien les ideaux primaires coi’ncident avec les ideaux primaires 
classiques. 
Tous les anneaux consid&% sont commutatifs unitaires (sauf la mention 
du contraire) et les modules sont unitaires. Nous utiliserons la notion de 
sous-categoric localisante d’aprts[ 21 et systtme localisant d’apres [2] ou bien 
[7]. Si a est un ideal de l’anneau A, dans [7] est defini le systeme localisant F,; 
par %a on note la sous-categoric localisante associee a F, . Selon [7] par S(A) 
on note l’ensemble des systemes localisants de A. 
1. CONSID~TIONS G&?RALES SUR LES ANNEAUX SEMI-NOETH~IENS 
Tous les anneaux consider& sont commutatifs et unitaires; les modules 
sont unitaires. 
Soit X un A-module; on dit qu’un ideal premier p de A supporte X s’il 
existe un Clement non nul x de X tel que arm(x) C p. On note par supp(X) 
l’ensemble des ideaux premiers de A qui supportent X. Particulierement si a 
est un ideal de A, alors supp(A/a) = V(a) (l’ensemble des ideaux premiers 
contenant a). Dans [l, Chap. II, p. 1331 on montre les resultats suivants: 
(i) Si X’ est un sous-module de X on a: 
supp(X) = supp(X’) u supp(X/X). 
(ii) Si X est somme d’une famille (X&, de sous-modules, on a: 
supp(X) = u supp(X& 
iSI 
D’ici on deduit que si M est un sous-ensemble de spec(d), alors FM, 
la sous-categoric pleine de mod A formee par les modules X tels que 
supp(X) C M est une sous-categoric localisante. Le systeme localisant 
associt a FM , est F,,,, et est constitue par les ideaux a tels que V(a) C M. 
Soit X un A-module, on note par F(X) 1 a sous-categoric localisante F&)p(xj . 
Si F E B(A), on note V(F) = F n spec(d). 
Dans le theoreme suivant nous donnons une nouvelle caracterisation des 
anneaux semi-noetheriens. 
THBOR~ME 1.1. Soit A un anneau commutatif. Les assertions uivantes sont 
kquivalentes: 
(1) A est un anneau semi-noeth&Gns 
(2) Sont remplies les conditions suivantes: 
(i) Pour tout F E S(A) on a: F = FVcF) 
(ii) Tout ensemble non vide de spec(A) a un &ment maximal. 
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De’monstration. (1) :> (2). L’affirmation (i) est valable d’aprks le corollaire 
3.2 de [S]. Montrons (ii). Soit 121 un ensemble de spec(*4) et ,1/1’ le cornpI& 
mentaire de M. Alors le systkme localisant F.V,, contient tous les idCaux a 
tel que V(a) C n2’. Sip E Malors p $F,,, 1 et selon le point (3) du ThCortme 3.1 
de [8] on voit qu’il existe un ideal q tel que p c (7, q 6 F,,, et maximal avec 
ces propriMs. Selon la Proposition 2. I de [8], q est premier. La dkmonstration 
est ache&e si nous montrons que 11 E M. Soit, par absurde, q I$ M; alors 
q E 211’ et pour tout id&al premier q’ tel que (1’ 2 ~7, on a (1’ E M’ (autremcnt 
on contredit la dkfinition de q), done q EF~$,, . Contradiction. 
(2) s- (1). SoitEE Y(A) et a un id&al de A tel que a $ F; alors V(a) q V(F), 
done l’ensemble Iz/I des idkaux premiers de ‘4 contenant a et n’appartenant 
pas 5 F est non vide. Soit p un ClCment maximal de :W. Alors a C p et p 4 F; 
si b I) p est un idCal tel que b f p, alors b E F. En effet si b $ F il y a des 
idCaux premiers de A contenant b et n’appartenant pas g F. Contradiction 
d’aprks la dkfinition de p. c.q.f.d. 
Soit ,X un A-module; on note par F(X) l’ensemble des idCaux a de -1 tel 
que hom,(A/a, E) = 0 oil f5 est l’enveloppe injective de X; Cvidemment 
F(,Y) est un ClCment de !??(~4). 
LEMME I .2. Soient A un anneau et X un A-module. Avec les notations 
ci-dessus les afirmations suivantes sont equivalentes, pour un idkal a de L4: 
(I) a E F(X). 
(2) six E S est tel que ax _ 0 alors .x = 0. 
La dkmonstration est facile et nous la proposons au lecteur. 
PROPOSITION 1.3. Soient A u n anneau et X un A-module tel que .Y est 
l’extension essentielle d’une somme directe JJTEI Xf des sous-modules. Alors 
F(X) = flfF(X,). 
Dkmonstration. Evidemment, pour tout i on a : F(X) Cr F(X,), done 
F(X) C fiitl F(X,). Soit a un idCal de A et x un Clitment non nul de X tel que 
a C arm(x), c’est-a-dire a $F(X). 11 existe alors h E A tel que Xx f 0 et 
Xx E u Xi; il eriste alors un sous-ensemble fini $ de I, et xj E -Yj , j e J, ainsi 
que Xx = xjEJxj Mais alors a C ann(hx) = nj ann(xj), done 11 $ ni F(X,). 
Finalement on obtient que F(X) = njF(X,). 
TH~OR~IVIE I .4. Soient A un anneau semi-noethkrien, AY un A-module 
non nul et H l’ensemble des e’lkments maximaux de ass(X). Alors F(X) = 
nPEH F, et cette intersection est rkduite. 
De’monstration. Soit p E ass(X); alors p x= arm(x) pour un ClCment non 
nul x de X, done d’aprks le Lemme 1.2 on dCduit que p 6 F(X). D’aprks le 
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Lemme 2.1 de [8] on deduit que F(X) C nPEH F, . Tout Clement de ass(X) 
est contenu dans un Clement de H d’apres le ThCoreme 1 .l, et selon le 
Lemme 2.1 de [8] on deduit que nVEH F, = nqeass(x) F, . 
Pour finir il faut montrer que tout ideal premier q de A tel que F(X) C F, 
est contenu dans un Clement de ass(M). En effet dans ce cas d’apres le Lemme 
2.1 de [8] on deduit que q IF(X), c’est-a-dire d’apres le Lemme 1.2 il existe 
x E X, x f 0 tel que q C arm(x). Mais ass((x)) # 0, done il existe a E A 
tel que ann(ax) = p et Cvidemment q C p, et p E ass(X). c.q.f.d. 
LEMME 1.5. Soient A un anneau semi-noetherien et X un A-module. Alors 
9 sUDp(x) est la plus petite sous-categoric localisante de mod A contenant X. 
La demonstration resultera du fait que pour tout systeme localisant F de A, 
on a F = F&j et en observant que L’(FsUpp(x)) E supp(X). 
LEMME 1.6. Soient A un anneau semi-noethkien, X un A-module non nul 
et a un element de A. Pour que l’homothe’tie de rapport a soit injective il faut et 
il su@ que a n’appartienne & aucun ideal premier associe’ i2 X. 
La demonstration est completement analogue a celle du Corollaire 2, p. 132 
de [l] et utilise seulement le fait que ass(M) = 0. 
Soient A un anneau et X un A-module. On dit qu’un ideal premier p de A 
est faiblement associe a X s’il existe un x E X tel qu’il soit un Clement minimal 
dans l’ensemble V(ann(x)); on designe par assf(X) l’ensemble des ideaux 
faiblement associes a X. Dans [I, Chaps. III-IV, p. 165, Ex. 17b] on montre 
que pour a, A l’homothetie de X de rapport a est injective si et seulement si a 
n’appartient a aucun Clement de assf(X). D’ici on deduit le resultat suivant: 
PROPOSITION 1.7. Soient A un anneau semi-noetherien et X un A-module. 
Alors on a: 
p.Lp = u q* qsassf(x) 
La demonstration decoule d’aprb ci-dessus. 
LEMME 1.8 [l, Chaps. III-IV, p. 165, Ex. 17f]. Soient A un anneau et X 
un A-module. Un ideal premier p de A est dans supp(X) si et seulement si p 
contient un &ment de ass,(X). 
2. LA TH&ORIE DE LA DfiCOMPOSITION DANS LES 
ANNEAUX SEMI-NOETHkRIENS COMMUTATIFS 
Soient A un anneau et p un ideal premier de A; alors A/p est un module 
coireductible et son enveloppe injective, que nous noterons par Qp est un 
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injectif indecomposable. Un A-module X s’appellerait p-isotypique si son 
enveloppe injective Ctait une extension essentielle d’une somme directe 
d’injectifs indecomposables isomorphiques a Qu (p &ant un ideal premier 
de A). Comme d’habitude on note par sp(A) le spectre de la categoric mod A, 
c’est-a-dire l’ensemble des types d’injectifs indecomposable de mod A. 
LEMME 2.1. Soit -4 un anneau semi-noethe’rien. Alors l’association 
est une bijection de spec(A) SW sp(A). 
La demonstration resultera en observant que pour tout A-module non 
nul X, on a ass(X) # ti. 
COROLLAIRE 2.2. Soit A un anneau semi-noetherien. L’n A-module X est 
p-isotypique si et seulement si ass(X) = {p}. 
D’apres [2, Chap. IV], on voit que si A est un anneau semi-noetherien, 
alors tout injectif de mod A est une extension essentielle d’une somme directe 
d’injectifs indecomposables. 
DEFINITION 2.3. Soient A un anneau X un A-module non nul et X’ un 
sous-module de X. 
(1) On dit que X est coprimaire [3, Chap. VI] s’il existe un ideal 
premier p de i4 tel que pour tout sous-module non nul X” de X, on a 
F(X”) = F, . 
(2) On dit que X’ est primaire si X/X’ est coprimaire. 
Parfois on dit p-coprimaire et p-primaire. 
TH~~OR~ME 2.4. Soient A un anneau, X un A-module non nul et p un ideal 
premier de A. Les assertions suivantes sont equivalentes: 
(1) X est p-isotypique. 
(2) X est p-coprimaire. 
LIemonstration. (1) * (2). Soient Q l’enveloppe injective de X et Q’ 
un injectif non nul contenu dans Q; alors F(Q’) > F(Q) = F(X). On sait que 
Q est I’extension essentielle d’une somme directe Hi Qi , telle que Qi z Q,, 
pour tout i. Alors Q’ est p-isotypique, done il existe un Clement x de Q’ ainsi 
que arm(x) = p. D’ici on deduit que p $F(Q’), c’est-a-dire selon le Lemme 
3.4 de [8], FP > F(Q’), done F(Q’) = F, . 
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(2) + (1). Nous montrons que pour tout sous-module non nul x’ de X, 
Alp C x’. En effet soient Q’ l’enveloppe injective de X’; si F(X) = F(Q’) = 
FP , alors Q’ est Fp-ferme [2, Chap. III, $2, Lemme l] c’est-a-dire le mor- 
phisme canonique 
#:&I-Q’&Ap. 
#(x) = x @,? 1 est un isomorphisme des A-modules. On voit que Q’ est un 
cogenerateur de mod A, et A,/,A, C Q’, c’est-B-dire Alp C Q’, done 
(A/p) n X’ # 0. D’ici resultera facilement que X est p-isotypique. 
Observation. Le theoreme precedent est valable dans le cas non- 
commutatif, en utilisant le concept de premier a gauche d’un anneau et les 
resultats de [7]. 
THBOR~ME 2.5. Soient A WI anneau semi-noethkien, X un A-module 
non nul et p un ideal premier de A. Les assertions uivantes ont t!quivalentes: 
(1) ass(X) = b>, 
(2) X est p-isotypique, 
(3) X est coprimaire. 
Demonstration. Selon le Theoreme 2.4 il suffit de montrer que (3) 3 (1). 
Soit p E ass(X); alors A/p c X et F(X) = F(A/p) = FP . D’ici on deduit que 
ass(X) contient seulement un Clement. 
COROLLAIRE 2.6. Soient X’, x” deux sous-modules p-coprimaires d’un 
module X. Alors x’ n X” est p-coprimaire. 
THBOR&ME 2.7. Soient A un anneau semi-noethbien, X un A-module non 
nul et X’ un sowmodule propre de X. I1 existe alors un ensemble I des ideaux 
premiers de A et pour tout Qt E I un sow-module p&rimaire, Xi de X tel que: 
(1) x’ = ni Xi et l’intersection est reduite, 
(2) L’ensemble I ne dt@nd que de X et x’. 
Demonstration. Soit Q l’enveloppe injective de X/X; alors Q est une 
extension essentielle dune somme directe ursJQJ des injectifs indecompo- 
sables. On introduit dans l’ensemble J la relation d’equivalence suivante: 
j N i’ si et seulement si Qj N Qje . 
Soient I l’ensemble quotient et pour tout i E I, Qi’ = mEj Qj; evidemment, 
selon le Lemme 2.1, Qi est pi-isotypique, pi &ant un ideal premier de A, 
et Qi # Qj' si i # i’. I1 est clair que la somme ui Qi est directe et Q est une 
extension essentielle de cette somme. Soit Yi = IJi,+ Qi, . gvidemment 
Qi n Yi = 0 et Q/Yi est une extension essentielle de Qi , c’est-a-dire Q/Y< 
est Qi-iSOtypiqUe. Soient q~ : X - X/X’ le morphisme canonique et Xi = 
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p- ‘((S/X’) n l’,). Pour tout i 61, on a: S’ C Xi , et S’ c nf Xi . Soit 
x E n, Xi , alors pour tout i t I, on a: v(x) E I’,; d’ici on deduit que p)(x) -= 0, 
done fi, Si --- Y’. Nous montrons que l’intersection ni X; est reduitc. 
En effet soit par absurd i, E 1 tel que nj, Lg ,Yi = x’. Xlors nziiO TFz == 0; 
mais pour tout i :,/ i, , on a: Q[ cl Yi; contradiction. On voit que pour tout i, 
S,l,Yj C Q/I’, , done S/-Vi est p,-isotypique done p,-coprimaire. L’ensemhle 
{pifit, des ideaux premiers ci-dessus ne depend que de Set S’. c.q.f.d. 
COROLLAIRE 2.8. Went d WI anneau semi-noethhien, *I- un .-I-module et 
S’ un sous-module propre de X tel que ass(S/,Y’) est pnie. .4lovs .Y’ est me 
intersection rkduite d’un ensemble jni de sous-modules primaives. 
Observations. (1) Dans l’enonce du ThCoreme 2.7 I’ensemhle I coi’ncide 
de facon evidente avec I’ensemble ass(X/X’). 
(2) Le Theo&me 2.7 est evidemment une consequence immediate 
de [6, Proposition 51, mais nous avons prefer-e une demonstration inde- 
pendante. 
(3) Soient A u11 anneau noetherien et u un ideal tel que I’ensemhle 
ass(/l/(t) ait un seul element maximal p. Alors a est un ideal primaire (en 
effet, d’apres le Theo&me 1.3 on a F, -: = F, , et on applique le Theo&me 3.5 
de 171). 
3. IDhAUX PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX SEMI-NOETHBRIENS 
Selon la Definition 2.3 un ideal (I d’un anneau A est primaire si le module 
quotient A/a est coprimaire, c’est-a-dire isotypique. Mais pour les anneaux 
commutatifs il y a encore une notion classique d’ideal primaire [9]. Dans 
[3, ThCoreme 6.1 I] ou hien dans [7, ThCoreme 3.51 on montre que dans un 
anneau noetherien la notion d’ideal primaire coi’ncide avec la notion d’ideal 
primaire classique. Dans ce qui suit nous voulons Clucider le lien entre les 
ideaux primaires et classiques primaires dans un anneau semi-noethkrien. 
Soient 4 un anneau, p un ideal premier de A, Qp l’enveloppe injective de 
-4/p et =f5dp) = %upp(~~p) la plus petite categoric localisante de mod A, 
contenant A/p (Lemme 1.5). On dit que p est stabil si F&,) contient tout 
module p-isotypique. 
Dans [2, Chap. V, 451 on montre que si A est un anneau noetherien 
commutatif, alors tout ideal premier de A est stabil; ici on montre que si F 
est une sous-categoric localisante de mod A, alors .F contient l’enveloppe 
injective de chacun de ses objets. Nous montrons plus tard que cette propriCtC 
n’est pas caracteristique pour les anneaux noetheriens. 
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THBORBME 3.1. Soient A un anneau semi-noetherien et p un ideal premier 
de A. Les assertions suivantes sont equivalentes: 
(1) p est stable, 
(2) Tout ideal a de A, p-primaire est primaire classique. 
Demonstration. (1) * (2). D’apres l’hypothese 9& contient tout 
module injectif p-isotypique de mod A. Soient a un ideal p-primaire et q 
un ideal premier de A, tel que a C q. Si p n’est pas contenu dans q, alors 
PEFq, c’est-a-dire A/p E Fq; mais F&,) , la plus petite sous-categoric 
localisante contenant A/p, est contenue dans Fa , done l’enveloppe injective 
de A/a qui est p-isotypique (Theo&me 2.4) est dans Fa . Alors a EF~; 
cantradiction. On deduit done que p C q done p = tic, et a est primaire 
classique. 
(2) > (1). 11 faut montrer que si Q est un injectif p-isotypique, alors 
Q E 9&,) c’est-a-dire supp(Q) C V(a). Soient x E Q et q un ideal premier 
de A tel que arm(x) C q. Mais, Cvidemment arm(x) est p-primaire done 
primaire classique, et p = qann(x). Alors p C q. c.q.f.d. 
Soit A un anneau; on dit qu’une sous-categoric localisante 9 de mod A 
est stable a enveloppes injectives si pour tout objet X de 3, I’enveloppe 
injective de X dans mod A est de m&me dans 9. 
COROLLAIRE 3.2. [2, Chap. C, $51. Soit A un anneau noethhien. Alors 
toute sous-categoric localisante de mod A est stable h enveloppes injectives. 
Demonstration. D’aprb le Theo&me 6.11 de [3] ou bien le ThCoreme 3.5 
de [7] on deduit que tout ideal primaire est primaire classique; alors d’apres 
le Theo&me 3.1 on voit que tout ideal premier de A est stable. Soient F une 
sous-categoric localisante de mod A, X un objet de 9 et Q l’enveloppe 
injective de X. On sait, [2] que Q est une somme directe d’objetsp-isotypiques, 
pour p E ass(X), done Q E 9, selon le Theo&me 3.1. 
PROPOSITION 3.3. Soient A un anneau semi-artinien et M = {pl ,..., pn} 
un ensemble jini des ideaux premiers stables de A. Notons par F la plus petite 
sous-categoric localisante de mod A contenant A/p, , i = l,..., n. Alors: 
(1) Pour tout A-module X tel que ass(X) 2 M, on deduit que X E 9. 
(2) Pour tout A-module X tel que ass(X) C M on deduit que ass(X) = 
ass,(X). 
(3) Si tous les ideaux pi sont maximaux, alors un A-module X est duns F 
si et seulement si ass(X) C M. 
Demonstration. (1) Soient X un A-module tel que ass(X) C M; alors Q, 
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l’enveloppe injective de X est une somme directe (finie) des injectifs pL- 
isotypiques (pi E ass(X)). II? VI emment on a 9&, ) ‘d _C 9, et selon le Theoreme 
3.1 on deduit que Q E .%, done X E 9. ’ 
(2) Soient X un A-module tel que ass(X) C M, x E X et p un ideal 
minimal dans l’ensemble V(ann(x)). Si pour tout pi E ass(X) on a pi C p 
alors pi E Fp , done A/p, E & . 
D’ici on deduit que l’enveloppe injective de (x) est contenue dans Fp , 
done (x) E pp . Contradiction avec le fait que arm(x) _C p. Alors necessaire- 
ment pi C p pour un pi E ass(X), c’est-a-dire assf(X) = ass(X). 
(3) Montrons que la sous-categoric pleine de mod A formee par les 
modules X tels que ass(X) _C M est localisante. Pour cela il suffit de montrer 
que si ass(X) 5 M et X’ est un objet quotient de X, alors ass(X) C M. 
En effet, on a supp(X’) _C supp(X), done pour tout Clement p E ass(X), 
p E supp(X), done X contient un Clement q de ass,(X), Lemme 1.8, mais 
d’apres (2) on deduit que q E ass(X), c’est-a-dire q = p E M selon l’hypothese. 
COROLLAIRE 3.4. Soient 4 un anneau semi-noethkien, M un ensemblefini 
des ideaux maximaux stabiles de ,4 et P la plus petite sous-categoric localisante 
de mod A contenant les objets i2/p, p E 1111. Alors 9 est stabile h enveloppes 
injectives. 
THBOR~ME 3.5. Soit A un anneau semi-noethhien. Alors tout ideal premier 
minimal de A est stabile. 
Demonstration. Soient p un ideal premier minimal de A et X un A-module 
p-isotypique; alors assf(X) = ass(X) = {p}. En effet, si d’apres la Proposition 
1.7 on deduit que Uqsass,cx) = (Jqsass& = p, c’est-l-dire pour tout 
q E assf(X), q = p, selon l’hypothese. D’ici on deduit que supp(X) _C V(p). 
COROLLAIRE 3.6. Duns un anneau semi-artinien tout ideal premier est 
stabil. En effet, duns un tel anneau tout idealpremier est minimal. 
THBORBME 3.7. Soient A un anneau semi-artinien et a un ideal de ,4. 
Les assertions suivantes sont e’quivalentes: 
(1) a est primaire classique 
(4 a est primaire 
(3) F, = F, pour un ideal premier p de 4 (c’est-a-dire a est quasi- 
primaire selon [7, Proposition 3.41). 
Demonstration. (1) =3- (2). Soient p = & et p’ un ideal premier de A 
tel que p’ ass(A/a) c’est-a-dire p’ = {a : x} pour x E A, x $ a. Alors a C p’, 
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done p = l/a C p’, et p = p’, parce que dans un anneau semi-artinien tout 
ideal premier est maximal. Nous avons montre que ass(A/a) = {p} done a 
est primaire selon le Theo&me 2.5. 
(2) = (3). lkidemment selon le Theo&me 2.5 et la Definition 2.2. 
(3) 3 (2). Montrons que A/a est isotypique. En effet, si p’ E ass(d/a) 
alors il existe x E A, x $ a tel que (a : x} = p’; mais alors p’ $ F,, . Si p’ # p, 
alors necessairement p’ E Fp = F, . Contradiction. Done A/a est p-isotypique 
done a est primaire selon le ThCoreme 2.5. 
(2) * (1). D’apres le Corollaire 3.6 et le Theoreme 3.1. 
Observations. (1) Le theoreme precedent est valable pour un anneau 
semi-noetherien A integre tel que K * G(A) = 1, [8]. 
(2) D’apres le Corollaire 3.6 on voit que la Proposition 3.3 est valable 
pour un anneau semi-artinien. On retrouve ainsi quelques rCsultats de [4]. 
(3) Nous avons vu (Corollaire 3.2) que si A est un anneau noetherien, 
alors toute sous-categoric localisante de mod A est stabile B enveloppes 
injectives. Nous donnerons un exemple qui montrera que cette proprikte 
n’est pas caracteristique pour les anneaux noetheriens. 
Soient k un corps avec deux elements k[X&,, l’anneau des polynomes 
sur k dans un ensemble infini des indetermines, a l’ideal engendre par les 
elements {XiXj}i,je, , A l’anneau quotient et oli l’image de X, dans A. Tout 
element de A est de la forme: u = a,, + & api , a, , a, E k, I,, une partie 
finie de I; Cvidemment u est inversible si et seulement si a, # 0. On voit 
que A est un anneau local d’ideal maximal m form& par tous les elements u 
tels que a, # 0. lkidemment m2 = 0. Soit F un systeme localisant de A; 
alors mF, done 0 = m2 EF, c’est-a-dire F contient tous les ideaux de A. 
D’ici resultera que toute sous-cadgorie localisante non nule de mod A 
comcide avec mod A, done est stabile a enveloppes injectives, mais Cvidem- 
ment A n’est pas noetherien. 
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